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Zur Interpretierbarkeit einer Quantentheorie mit indefiniter Metrik *

Von Rorr Hioper **

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 17 a, 380—397 [1962] ; eingegangen am 8. Dezember 1961)

A special field theoretical model is constructed to study the problem of probability interpretation
of a quantum theory with indefinite metric. The model is based on the Heisexserc dipole-ghost
version of the Lee model, but with an additional V @-interaction. This interaction yields bound
states in the sector N+2 6. One gets a situation similar to a case studied by Pavir and KALLEN.
It seems that the arising difficulty can be solved only by means of a boundary condition suggested
by Bocoriusov. However, such a condition excludes the possibility of interpreting our bound states

as “physically realizable” states.

Physikalische Zustandsrdume mit indefiniter Me-
trik sind in fritheren Arbeiten aus verschiedenen
Griinden in Betracht gezogen worden. Dirac?! ver-
suchte 1942, das Problem der Bosonenzustinde ne-
gativer Energie durch Einfiihrung einer indefiniten
Metrik zu losen und dadurch zugleich Konvergenz-
schwierigkeiten zu beseitigen. PauvLi?® zeigte, dal}
sich Diracs Vorschlag nicht widerspruchsfrei durch-
fithren lief3.

Die gegenwirtig im allgemeinen verwendete For-
mulierung der Quantenelektrodynamik macht eben-
falls Gebrauch von einer indefiniten Metrik, und
zwar nach BreuLer und Guera 2 bei der Quantisie-
rung der longitudinalen Komponente des elektro-
magnetischen Vektorpotentials. Auf Grund der
Lorentz-Bedingung wird der Teilraum der erlaub-
ten (physikalisch interpretierbaren) Zustidnde derart
festgelegt, daf} dies Verfahren nicht zu sichtbaren
Schwierigkeiten fiihrt.

Bekanntlich treten jedoch auch in der heutigen
Quantenelektrodynamik Divergenzen auf, von denen
man durch KiLLEx 4 weil}, daf} sie nicht in der dort
angewandten Storungsrechnung begriindet sind, son-
dern in der Struktur der Theorie selbst. Die Renor-
mierungsverfahren, die man zur Beseitigung dieser
Divergenzen benutzt, ergeben beim Vergleich mit
den Experimenten erstaunlich gute Resultate. Dies
ist etwas uberraschend, weil es bisher nicht gelungen
ist, die (unendlichen!) Renormierungskonstanten in
mathematisch konsistenter Weise einzufiihren.

* Dissertation, Karlsruhe 1961.
*% Jetzt: Institut fiir theoretische Kernphysik der Technischen
Hochschule Karlsruhe.
1 P. A. M. Dirac, Proc. Phys. Soc., Lond. A 180, 1 [1942].
2 W. Paury, Rev. Mod. Phys. 15, 175 [1943].
3 S. N. Guera, Proc. Phys. Soc., Lond. A 63, 681 [1950] ; 64,
850 [1951]. — K. Bururer, Helv. Phys. Acta 23, 567

Durch Einfiihrung einer indefiniten Metrik in den
Zustandsraum versucht HE1sENBERG 3, dieses Problem
im Rahmen einer einheitlichen Feldtheorie (Spinor-
theorie) zu losen. Die hierbei maBgebenden Uber-
legungen gehen u. a. davon aus, daf} die Ursache der
Divergenzen in der Mikrokausalitdt zu suchen ist.
Diese Forderung an eine lorentzinvariante Quanten-
feldtheorie mit Wechselwirkung wird im allgemei-
nen in der folgenden Form gestellt:

{y(),9p(y)}=0

fiir raumartigen Abstand der beiden Vierervektoren
2 und y. (Die Operatoren v stellen hier Fermionen
dar.)

Die Vertauschungsfunktionen erhalten dadurch
Singularititen auf dem Lichtkegel. Nach Lenmann®
sind diese bei definiter Metrik mindestens ebenso
stark wie die Singularititen in den Vertauschungs-
funktionen der wechselwirkungsfreien Feldoperato-
ren und stehen in engem Zusammenhang mit dem
(aus der Wechselwirkung folgenden) Massenspek-
trum der Elementarteilchen: alle zu einem diskreten
Energieeigenwert gehorenden Zustinde tragen in
den Vertauschungsfunktionen je eine d-Funktion auf
dem Lichtkegel bei. Alle diese d-Funktionen addie-
ren sich mit dem gleichen Vorzeichen, sofern die
Metrik im Zustandsraum definit ist. Da andererseits
eine Wechselwirkung die Vertauschungsfunktionen
gerade dort, wo sie singuldr sind, am starksten mo-
difizieren wird, liegt es nahe, die Maglichkeit von

[1950]. — K. Bieuvrer u. W. HerrLer, Prog. Theor. Phys.
5. 600 [1950].

4 G. KivLEn, Helv. Phys. Acta 25, 417 [1952].

5 H. P. Dirr, W. Heisensere, H. Mirter, S. Scurieper u. K.
Yamazaxkr, Z. Naturforschg. 14 a, 441 [1959] (enthilt An-
gaben iiber die fritheren Arbeiten zum Spinormodell).

6 H. Leamany, Nuovo Cim. 11, 342 [1954].
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Zustinden negativer Norm zu betrachten, wenn man
eine auf einer Feldgleichung beruhende einheitliche
Feldtheorie wie das Heisexseresche Spinormodell
quantisiert.

Bei Einfiihrung einer indefiniten Metrik stellt sich
aber immer die Frage, in welcher Form sich gegebe-
nenfalls der Zusammenhang zwischen Norm und
Wahrscheinlichkeit, wie man ihn von der Quanten-
mechanik her kennt, aufrechterhalten 1aB3t. Herrn Dr.
P. Mrirreustaept verdankt der Verf. den Hinweis
darauf, daB die Wahrscheinlichkeitsinterpretation
insofern auch in der Quantenmechanik nicht unpro-
blematisch ist, als die betreffenden Grof3en dort nicht
allen Kormocororrschen Axiomen gentigen, durch
die der mathematische Begriff der Wahrscheinlich-

keit definiert wird.

Wesentliche allgemeine Untersuchungen tiber die
moglichen mathematischen Strukturen von Theorien
mit indefiniter Metrik sind u. a. von NEVANLINNA 7,
Lounivaara 8, ScHeBE?, ScHLIEDER 10, FERRETTI !,
Suparsuan 12 und Borpp 13 durchgefiihrt worden.

In dieser Arbeit soll nun die Frage der Interpre-
tierbarkeit an einem speziellen physikalischen Mo-
dell einer Feldtheorie behandelt werden, das man
durch Erweiterung der HersenBeraschen Variante 14
des Lee-Modelles 15 erhilt. Es weist gegeniiber die-
ser Variante zusatzliche diskrete stationdre Zustinde
auf. An diesem Beispiel 148t sich priifen, wie weit
die bisher fiir einfachere Fille aufgestellten Bedin-
gungen fiir die Interpretierbarkeit noch hinreichen.

Durch die Einfithrung einer indefiniten Metrik
wird tibrigens auch erneut der bekannte Zusammen-
hang zwischen Spin und Statistik zur Diskussion ge-
stellt. Wie ScuEBE ? gezeigt hat, lassen sich lorentz-
invariante Theorien mit indefiniter Metrik konstruie-
ren, in denen dieser Zusammenhang umgekehrt ist.
Dieser Punkt kann jedoch nicht untersucht werden,
da das Lee-Modell in dem Sinne nicht lorentz-
invariant ist, als die kinetische Energie der Baryonen
— dhnlich wie in Diracs relativistischer Behandlung
des H-Atoms — vernachldssigt wird (,,statisches

Modell*).

7 R. Nevanuisna, Ann. Sci. Fennicae A I 108, 113, 115
[1952], 163 [1954], 222 [1956].

8 1. S. Lounivaara, Ann. Sci. Fennicae A I 252 [1958].

9 E. Scurisg, Ann. Sci. Fennicae A1 294 [1960] und Vor-
abdruck: Uber Feldtheorien in Zustandsriumen mit in-
definiter Metrik.

10 S, Scurieper, Z. Naturforschg. 15 a, 448, 555 [1960].

11 B. Ferrerri, Nuovo Cim. 12, 393 [1959].
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§ 1. Das urspriingliche Lee-Modell

Das Lee-Modell ist so einfach, dal man ohne
Benutzung der Storungstheorie die Masse und die
Kopplungskonstante renormieren und die niedrig-
sten Zustdnde berechnen kann. Andererseits treten
hier schon Schwierigkeiten auf, die auch fiir realisti-
schere Theorien kennzeichnend sind. Die Schliisse,
die man aus dem Modell zieht, sind also moglicher-
weise von allgemeiner Bedeutung.

Es werden drei Arten von Teilchen angenommen,
zwischen denen nur folgende Ubergéinge moglich
sind:

V=N+6.

Der Hamivron-Operator hat die Form
H — H0 + Hl )
wobei (im Impulsraum)

Hy=my py* vy +myyx" wx
+/dkw(k) a* (k) a(k)

und

(1)
H,o— — 8 f(w) * k
1 1/47[1/270' [yv* wya(k)
+a* (k) wx" wy]l dk.

o (k) =Vme® + k2 ist die Energie eines ©-Teilchens,
fiir die wegen der Analogie zum @-Meson der rela-
tivistische Ansatz gemacht wird. Die kinetische Ener-
gie der V- und N-Teilchen dagegen wird vernach-
lassigt; man denkt sich also diese Teilchen an einem
bestimmten Ort ruhend.

Wie in fritheren Arbeiten 1* wird my =0 gesetzt,
da eine Anderung dieser GroBe hier nur eine Ver-
schiebung des Nullpunktes der Energieskala bewirkt.

Die Funktion f(w) ist ein ,,Formfaktor®, fiir den
zunédchst angenommen wird

f(w)z-ll fir w<o, )

IO fir o>0.

In dieser Arbeit interessiert nachher nur der Grenz-
~
fall ® = 0.

12 E. C. G. Suparsuax, Phys, Rev. 123, 2183 [1961].

13 F. Boep, Vorabdruck. — K. L. Nacy, Nuovo Cim. Suppl. 17,
Serie X, 92 [1960] gibt eine ausfiihrliche Literaturiiber-
sicht der Einzeluntersuchungen iiber Fragen der indefini-
ten Metrik.

14 W. Hersensere, Nucl. Phys. 4, 532 [1957].

15 T. D. Leg, Phys. Rev. 95, 1329 [1954].
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Die Vertauschungsrelationen der (nicht-renormier-
ten) Operatoren lauten

{wv,pv'}=1, (3 a)
{wn, yx"}=1, (3b)
[a(k), a*(K)]=0(k—-K) . (3¢)

Spiter wird infolge der einzufiihrenden indefiniten
Metrik [Gl. (8) statt (3 a)] die Vertauschungsrela-
tion 14

{'/'\' sv'r=—1
sowie eine Abdnderung des Wechselwirkungs-Opera-
tors H, in

H1= &
Via,

@) Ty y a(k)
V2w
—a* (k) wx"yyv] dk

erforderlich. An den GIn. (4) ff. dndert sich dadurch
nichts. Es gilt

[HQ,H,\’]:[HO,H.\']=[H0,ng]=0, (4‘)
[Hy,ny] 0 usw.,

aber
wobel
ny=yyv*pyi nx=yx*yx; no= [a" (k) a(k) dk.

Die durch bestimmte Zahlen von ,,freien® V-, N- und
O-Teilchen charakterisierten Zustinde sind also
Eigenzustinde zu H,, aber im allgemeinen nicht zu

Hy+H,;. Ausnahmen: das ,,Vakuum® |0), sowie
die Zustiande
a* (k) ... a*(k,) 0) und wyy*|0).

Erhaltungssitze gelten fiir die Teilchenzahlen
ny=ny+nyx und

[Hy+Hy,ny]=[Hy+H;,n,] =0. (5)

ny=ny-+ne,
denn

Der Zustandsraum zerfillt also in Unterrdume (Sek-
toren), die durch die Quantenzahlen n, und n, ge-
kennzeichnet sind und zwischen denen es keine Uber-
ginge gibt. Insbesondere kann ein V-Teilchen nur
ein O-Teilchen emittieren, nicht beliebig viele. Ein
N-Teilchen kann kein ©-Teilchen emittieren. Damit
ist die Kreuzungs-(“crossing’’) Symmetrie zerstort,
die in realistischeren Theorien fiir starke Wechsel-
wirkungen gilt 16, Infolge dieser starken Vereinfa-
chungen wird das Modell mathematisch durchsichti-
ger als die bekannten Feldtheorien der Elementar-
teilchen.

16 S. Gasiorovicz, Fortschr. Phys. 8, 665[1960]. — V. D. Kuky
u. A. R. Frexxix, Sov. Phys. Dokl. 5, 698 [1961].
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Der einfachste nicht-triviale Sektor hat die Quan-
tenzahlen n;=n,=1, entspricht also dem Fall
V =N+ 6. Die hierzu gehorenden Zustiinde haben
die Form

[E) = [ewv* +yx" [@(k) o* (k) dk][0).  (6)

Die Groflen ¢ und ¢ (k) lassen sich durch Einsetzen
dieses Ausdruckes in die ScHrRODINGER-Gleichung

(H0+H1)‘E>=E|E>

bestimmen.

Wegen der Orthogonalitit der Vektoren yy*|0)
und yy* a* (k)| 0) fithrt ein Koeffizientenvergleich
zu dem Gleichungssystem

(E—my) c=— (go/Vaa) [dk[p(k)[V2w],
(E-o) ¢(k) = — (go/ VA7) (c/V20) .

Als Eigenwertbedingung fiir gebundene Zustinde
(E<mg) erhilt man daraus

h(E)=a+bE+E2G(E)=0. (7)

~
(0]

Die Funktion G(E) =4 [ kdw/[w?(w —E)] ist fiir
me
@ —> co konvergent. Ferner ist

a= — (my/g®) + [ & (k/w) do
me

und b= (1/gy?) +fw:_% (k/w?) dw .
me

Das erste Integral divergiert linear und das zweite
logarithmisch fiir & — oo . Die Parameter @ und b
bleiben endlich, wenn man renormiert, d. h. hier die
GroBlen gy und my als prinzipiell unbeobachtbar be-
handelt und sie so festlegt, daf} sie die Integrale bis
auf endliche Teile kompensieren. Das bedeutet aber
bei hinreichend grolem & , dal3

8°<0

wird. H, ist dann nicht mehr hermitesch, sofern man
an einer definiten Metrik im Zustandsraum festhailt.

Fihrt man dagegen nach Pavir und Kivnés 17
eine Metrik im Zustandsraum ein, die in der Be-
setzungszahl-Darstellung der freien Teilchen die
Form hat

{ny my mg| oy My g (8)
= 0 {ny ny) 6 (nx ny) O (ng ng) (— )™,

17 G. KiiLEx u. W. Pavur, Dan. Mat, Fys. Medd. 30, Nr. 7
[1955].
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also eine indefinite Metrik, so wird in ihr der
Hamiiron-Operator pseudo-hermitesch sein. Damit
ist sichergestellt, da} der Erwartungswert der Ener-
gie eines Zustandes immer reell ist, wenn nicht des-
sen Norm verschwindet.

Die Streuzustinde innerhalb des Sektors

N+OZV

lassen sich exakt berechnen, die zugehorige S-Ma-
trix ist unitar.

Die gebundenen Zustidnde dieses Sektors ergeben
sich aus den Nullstellen der Funktion A(E). Diese
Funktion hat fiir geniigend groBes ¢ in dem Bereich
— oo <E < mg folgende Eigenschaften:

dh [-{—oo fir E—m,
—_

» g &
E | - fiir E—> — oo

(9)

Sie hat zwei Nullstellen, wobei man drei mogliche
Fille zu unterscheiden hat:

(I) reell, verschieden;
(IT)  reell, zusammenfallend (Dipol-Fall) ;
(III)  konjugiert-komplex.

Welche dieser drei Moglichkeiten vorliegt, hangt von
der Festlegung der Parameter g, und my bzw. a
und b im Hawmicron-Operator, also von der Renor-
mierung, ab. Im Falle (I) hat der gebundene Zu-
stand | @, ) mit der hoheren Energie E. positive
Norm und der Zustand | @ _) mit der (niedrigeren)
Energie £ _ negative Norm.

Fallen dagegen die beiden Nullstellen zusammen
(IT), so werden die entsprechenden Zustinde mit-
einander identisch, statt dal wie in einer Theorie
mit definiter Metrik eine Entartung entsteht. Die
Norm des so gebildeten Zustandes | @) verschwin-
det. Zur Vervollstindigung des Hirserr-Raumes
braucht man nach HersenBerc 1 nun einen weiteren
Zustandsvektor I‘I)D), der sich ebenfalls auf Null
normieren laft. Er ist kein Eigenvektor zum Hamir-
ToN-Operator, sondern ergibt sich aus der Gleichung

Hl@D)=E|(PD)+C‘@0). (10)
Er ist orthogonal zu allen Zustinden mit Ausnahme
von | D).
Im Falle (III) verschwindet die Norm der Zu-
stinde, da die Energieeigenwerte nicht reell sind.

Zustande verschwindender Norm kann man auch
im Falle (I) konstruieren, wenn man von | @, ) und
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| @_) auf eine neue Basis iibergeht:
[@p)=1/V2)(| D.)+] D-))
| o) = (1/V2) (| D.) -] @-)) (11)
mit (D, D)==*1,
(D, D> =0.

Es gilt dann:
(Po| Pp) = (Do | Do)
—L (B, ] D) + (D] D)) =0
und (By| Bp) =3 (P, |®,) —(D_| D)) =1.

Hier sind alle Skalarprodukte im Sinne der indefi-
niten Metrik aufzufassen. Umgekehrt kann man im
Fall (II) Zustinde negativer Norm durch Uberlage-
rung von | @y) und | Pp) erhalten.

§ 2. Auswirkungen der Metrik auf die
physikalische Interpretation

Die Streuung eines ©-Teilchens an einem N-Teil-
chen (E>mg) bereitet keine neuen Probleme, da es
sich um elastische Streuung handelt und in der End-
konfiguration kein Zustand mit negativer Norm auf-
treten kann.

Streut man dagegen mehrere ©-Teilchen an einem
N-Teilchen, so konnen im Falle (I) in der End-
konfiguration gebundene Zustinde des Sektors
N+ O=ZV vorkommen. Das siecht man zum Bei-
spiel, wenn man die ScHrGDINGER-Gleichung fir Zu-
stinde des Sektors N +2 O (n;=1; n, =2) aufstellt,
fiir die man ansetzen muf}

|E) = U Py (Ky) wv* a* (ky) dk, (12)

= / Pa (kg Ko) wx* a* (Ky) a” (k) dk, dk,| 10).
Die ScuropiNGer-Gleichung liefert dann fiir ¢, (k)
und @, (K, , K,) ein Gleichungssystem, aus dem man

nach Elimination von ¢, (K, , k,) folgende Gleichung
erhalt:

h(E—oy) ¢, (k) -

= 1* P q’l(kx) )

=% f dk, Vo, s (@ +ws—E—i7y) + @oi (ky)
(y—0)

Der inhomogene Teil ¢g;(k;) stammt von den ein-
laufenden @-Teilchen und verschwindet daher, wenn

E<2me ist:
@oi(ky) = —2 /dk2 %1(/1617 kD)

e (14)
&V4ix 2 wy
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wobei
Po(ky, ky) ~0(E—wy—wy) und w;=Vme?+ k2.

Driickt man die GroBen a und b durch die zwei Null-
stellen £, und E_ der Funktion A (z) aus, so erhilt
diese die Form

h(z)=%(z—E,)(z—E_) F(2); (15)
- F kdw
F(Z) B ./ [(w—E+)(w—E_)(w_z_.iy)] (7»0)

me

Demnach wird die Funktion ¢, (k) im allgemeinen
Pole haben, wenn

E—-w=E, und E—-w=E_:

Pu(k) =a, 3(w—w,) +a_ d(w—w_) (16)
(k) - o
T lw—ws—ip) @—0-—ip] *
wi=FE—E, (y—0).

(Aus der Integralgleichung ist zu ersehen, dal man
@4 (k) als kugelsymmetrisch ansetzen kann, so daf
sich alle Winkelintegrationen sofort durchfiihren las-
sen. Bei der Integration iiber k ist in (15) und (16)
der Integrationsweg entsprechend der Randbedin-
gung fiir auslaufende Streuwellen zu wéhlen 18.)

Die Pole in dem Ausdruck (16) fiir ¢, (k) ent-
sprechen Ubergingen in Zustinde, die | @) bzw.
| @_) enthalten. Infolge der negativen Norm des
Zustandes | @_) treten nun aber Schwierigkeiten
auf. Zwar ist nach KALLEN und PauLr 17 die S-Matrix
pseudo-unitir in bezug auf den gesamten Zustands-
raum, sie laft also Skalarprodukte und damit insbe-
sondere die Norm invariant:

SST=StS=1. (17)
Da die Norm aber negativ sein kann, ist sie nicht
mehr als Wahrscheinlichkeit interpretierbar. Die
Summe der Wahrscheinlichkeiten dafiir, da} man in
der Endkonfiguration Zustinde mit positiver Norm
vorfindet, wird im allgemeinen grofler sein als Eins.

An einem einfachen Beispiel 14t sich die wesent-

liche Abbildungseigenschaft der S-Matrix demon-

strieren 19:
S11 S1s Sys a, /by
Sa1 Spe Sas || @2 | = (b: .
S31 Ssa Sas as bs)

18 W. Heisensere, Z. Phys. 120, 513 [1943].
19 N. N. Bocorsusow, B. M. Mepwepew u. M. K. PoLiwaxow,
Verein. Inst. f. Kernf. Dubna, Report P 176, P 180 [1958].

(18)
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Hier bedeutet @ den Anfangszustand und b den End-
zustand, wobei a3 und b; die Komponenten in dem
Teilraume mit negativer Norm seien:

(ala)=|a;P+|as 2 —|ag %,

19
(516 =|by [l =Bl )

Ist nun (a a) =1, so auch (b|b) =1, wegen der
Pseudo-Unitaritdt [Gl. (17)]. Daher gilt fiir a; + 0
und by + 0

la P +|asP>1 und | by 2+]by2>1. (20)

Bisher hat sich kein Weg gezeigt, der eine un-
mittelbare physikalische Interpretation der Zustinde
negativer Norm erlaubt. Wahlt man aber im An-
fangszustand des erwihnten Beispiels a3 =0, so wird
im allgemeinen doch by & 0 sein, sofern nicht die
S-Matrix in bezug auf die beiden Teilrdume redu-
zibel ist. Im Beispiel des Lee-Modelles ist sie es
nicht, wie KALLEN und PauL1!7 gezeigt haben.

Es ist daher eine Vorschrift notig, die jedem Vek-
tor des physikalischen Teilraumes einen Vektor des
Gesamtraumes zuordnet, und zwar derart, daf} die
physikalischen Bildvektoren des Anfangs- und des
Endzustandes die gleiche Norm haben. Die Zuord-
nungsvorschrift wird also entscheidend von der S-
Matrix im Gesamtraume abhingen, da sie dort je-
weils den Anfangs- und den Endzustand miteinander
verbindet.

Nimmt man die Zuordnung vor, indem man je-
den gegebenen physikalischen Teilvektor durch Ad-
dition eines geeigneten ,,unphysikalischen® Teilvek-
tors erganzt, so lauft dies auf die Formulierung von
speziellen Rand- bzw. Anfangsbedingungen im Ge-
samtraum hinaus, denn nicht jedem Vektor des Ge-
samtraumes wird ein physikalischer Vektor zuzuord-
len sein.

Bei ungleichen reellen Nullstellen von A(E) liegt
es nahe, den Zustand | @, ) als physikalisch und
| @ _) als unphysikalisch anzusehen. Man muf} dann
bei Streuungen im Sektor N+2 6 die zu |D_)
gehorige Amplitude der Anfangskonfiguration so
wihlen, dal} ihr Betrag gleich demjenigen der ent-
sprechenden Amplitude in der Endkonfiguration ist.
In dem Beispiel oben wiirde das heiflen, daf}

|‘13|=lbsl,

— L. A. Maxmvow, J. Exp. Theor. Phys. USSR 36 (9), 97,
324 [1959].
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so daf} dann gilt

lagP+]as [P=]by [2+]| by |2 (21)

Ein Vorschlag dieser Art ist von Bocorsusow und
Mitarbeitern 1* gemacht worden, in Abwandlung des
Weges, den Heisensere fiir das LEe-Modell beschrit-
ten hatte 14.

Im Sektor N+2 @ dieses Modells hat man dem-
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nach folgende Randbedingungen. Ist a+ die Ampli-
tude der einlaufenden Welle, die der Streuung eines
O-Teilchens an einem @ .-System entspricht, und ist
a, willkirlich vorgegeben, so wird a_ durch die
Forderung festgelegt, dal die Funktion ¢, (k) kei-
nen Pol haben soll, wenn w=w_ ist. An dieser
Stelle soll also die rechte Seite der Integralgleichung
(13) und damit die Funktion v (k) verschwinden.

Hierdurch bekommt ¢, (k) die Form
P1(k) =2, S(@—w,) +a_d(@—-0w_) +2(B)/ (@ -0, —i7) (16')

wobei (k) regular ist fiir k=Fk_. Die Bedingung fiir a_ ergibt sich aus der Integralgleichung (13):

Prlky) (@1-0,) (@1 -0.) F(E—0) = = L [ kg1 (k) [[Vioy 03 (01 + 03— E=i7) ]+ 901 (k).

(22)
Py (ky) (0 —,) (w0 —w_) lo=e— /OOK(‘OD wg) @y (kp) dwy ?w,=w_+ ®oi (ky)/[F (E - wy)] r— (23)
0= fda)gK(w_,wg){a d(we—w,) +a_ 6(w2—w )
+ (k) [[wg—w, —iyl},
wobei K(wy,w5) = — ks Varo/[Veoy (03 + 0y —E) F(E—w,)] . (24)
Wegen E—w_=E_<m, ist nimlich g (k_) ~ ffﬁzlg’;fﬁ S(E—w_ —ws) =0 (25)
me

Aus Gl. (23) folgt
a_K(w_,w_ )= —a,K(w_,w,)0(w, —mp) — fda)gK(w_,wQ (kg [we—w, —iy], (26)

me
wo 0(z) = (z+]|z])/2]z].
Setzt man diese Bedingung in den Ausdruck (16”) ein, so erhilt man aus Gl. (22) fiir x(k) die Integral-
gleichung (esistw_>w,):

(01—w_) y(ky) =a, K(w;,0,)0(w, —mp) — ;g;ww;;; {a K_w,)0(w,—m)
+/dw2K<w s oy) Rl '+/dw2K(w1,w) _xle)
—co+—zy Wy— W4 —IY

(27)
—a, [K(og,w,) - K@ua) KO0 1o, _m,)

Kw-,w-)
+/dw

Die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet fiir w; =w_, (k) hat hier also keinen Pol mehr. Die ein-
laufende Welle wird nicht gestreut.

Z(k2) K (w4, wg) — K(w-, ws) K(wy, w-)

Kw-,w-)
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Die bisherigen Uberlegungen bezogen sich auf
den Fall, in dem £, und E_ reell und verschieden
sind. Der ,Dipolfall* (E, =E_) steht in engerer
Beziehung zum Heisensercschen Spinormodell und
soll daher ausfiihrlich behandelt werden. Fiir ihn ist

nach Gl. (15)
h(z)=1% (Z—Eo)2F0(Z) s
F ki (15)

wo Foz) = / (0—Ep)? (0—2) °

me

Die Randbedingungen fiir den Sektor N + 2 @ miis-
sen hier so festgelegt werden, dafl die Funktion
¢4 (k) nicht infolge der Integralgl. (22) einen Dop-
pelpol im Impulsraum bekommt, denn eine solche
Funktion hétte im Ortsraum nicht ein Verhalten wie
e* [k r und wire schon deshalb nicht als Streuzu-
stand interpretierbar.

Der Doppelpol kann durch Zusammenfallen der
beiden Pole in Gl. (22) entstehen. Die BocorsuBow-
schen Randbedingungen, durch die einer der Pole
beseitigt wird, gehen fiir £+ — E in die von He1sex-
BERG fir den Dipolfall gestellte Forderung iiber:

¢1(k) =a, 6(w—w+) +a- 6((1)_0)—)
+1k)/[o—w, —iy] (16”)
= 4 8(@ =) +1(B)/[0—w—iy],
und w.=E—E,.

wobei a=a, +o_

Die Amplitude a des am @ -System gestreuten ©-
Teilchens ist dann festgelegt durch die Randbedin-
gung

_ 1 p < 7 (k) ,
R T / dw, K (¢, 05) T (26)
I)ZQ

Bis hierher erscheinen die von HEersenserc und
die von Bocorsusow untersuchten Fille noch analog
zueinander. Es bestehen zwischen ihnen aber wesent-
liche Unterschiede.

Bei BocorLsusow ist jeder Vektor mit positiver
Norm von unmittelbarer physikalischer Bedeutung.
Jedem solchen Vektor wird ein Vektor des gesamten
Zustandsraumes zugeordnet nach der Vorschrift: Die
Amplituden der unphysikalischen ein- und auslau-
fenden Wellen sollen gleich sein, so dall die Norm
im physikalischen Unterraum erhalten bleibt.

Hersenserc dagegen geht im Sektor N+ © nicht
von zwei Vektoren | @, ) und | @ _) entgegengesetz-
ter Norm aus, sondern von einer Basis mit den zwei

R. HUPER

Nullvektoren | @) und | @p). Unmittelbare physi-
kalische Bedeutung wird nur den iibrigen Vektoren
positiver Norm gegeben. Jedem von diesen wird nun
nicht etwa ein Vektor des — indefiniten — Gesamt-
raumes zugeordnet, sondern eines Raumes mit semi-
definiter Metrik, des sogen. HiLert-Raumes 1. Er
enthilt nur Zustandsvektoren. in denen zwar I D),
aber nicht | @) asymptotisch auftreten kann. Die
Vorschrift fiir die Amplitude der einlaufenden zu
| D)) gehorenden @-Welle lautete hier: Es darf im
Impulsraum kein Doppelpol auftreten. Der dann
noch bleibende einfache Pol bedeutet, dal} diese
Welle gestreut wird, sie lauft mit einer im allgemei-
nen verdanderten Amplitude aus.

Durch die Heisenercsche Bedingung wird er-
reicht, da} die S-Matrix den Hitserr-Raum I in-
variant ldBt, d.h. es finden keine Uberginge von
physikalischen Zusténden in | @p) statt. In der Dar-
stellung, die der von HEeisexsere gewihlten Basis
entspricht, sieht die Abbildung durch die S-Matrix

im Gesamtraum demnach schematisch folgender-

mallen aus:
S Sz Sus a by
<‘Sn Sas Sn) (‘h) = (bz) )
0 0 Sy 0 0

wobei fir die Normen gilt:

(a]a) = (b]b) =|a; [+0=|b,[2+0.

Wie bei BocoLsusow, so bleibt also auch hier die
Norm der ,physikalischen® Komponente des Zu-
standsvektors erhalten. (Isometrie der S-Matrix im
»physikalischen Unterraum.) Dariiber hinaus ist
aber bei Hersexserc die S-Matrix innerhalb dieses
Unterraumes auch unitir, da sie ihn invariant 1dBt.

Weder die Methode von HeisEnserG noch die-
jenige von BocorLiuBow verstofen gegen die Erhal-
tungssitze von Energie und Impuls innerhalb dieses
Unterraumes. Die ,,@_-Wellen“ von BocoLjusow
transportieren zwar Energie und Impuls, tibertragen
sie aber nicht, da sich ihre Amplitude nicht dndert.
Heisensercs ,,@)-Wellen“ dagegen transportieren
weder Energie noch Impuls, da | @) Nullvektor ist.
Daher ist es hier unwichtig, daf sich die Amplitude
der ,, @-Welle“ bei der Streuung dndert.

Die aufgezeigten Wege l6sen die Frage der Uni-
taritat der S-Matrix im Sektor N+2 @ des Lkk-
Modelles. Dabei ist es allerdings noch nicht véllig
geklart, wie man die Randbedingungen erfiillen
kann, ohne gegen die Forderung der Kausalitit zu
verstolen. Diese bereitet schon dann Schwierigkei-
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ten, wenn man sie in der schwachen Form 20 21

S(4+B) —S(4) S(B)

stellt. Sie besagt: Fiir die Streuung eines Teilchens
an zwei Zentren A und B ist zu verlangen, daf} die
S-Matrix mit wachsendem Abstand dieser Zentren
voneinander in das Produkt derjenigen S-Matrizen
iibergeht, die der Streuung an jedem Zentrum fiir
sich entsprechen. Die Tilde bedeutet, dal} sich die
Forderung nicht nur auf die S-Matrizen des gesam-
ten Zustandsraumes bezieht, sondern auch auf die-
jenigen unitiren Matrizen S, die nach Erfiillung der
erwihnten Randbedingungen den physikalischen

Teilraum auf sich abbilden.

§ 3. Diskrete stationiire Zustinde des Sektors
N+26

Der Heisensercsche Weg 1aft sich sinngemaf} auf
die hoheren Sektoren N+z6 (n;=1, ny,=z>1)
des Lee-Modelles iibertragen '*. Die Randbedingun-
gen sorgen dann dafiir, daB Uberginge in den Zu-
stand | @p) nicht auftreten konnen. Der hierzu ge-
fiihrte Beweis ist aber nur giiltig, sofern es keine
weiteren gebundenen Zustinde in diesen Sektoren
gibt 22, Tatsichlich existieren nach HEiseNBErG im
Dipolfall (IT) keine diskreten Losungen auB3er | @)
und lq)D)

Daher stellt sich die Frage, ob sich auch dann
noch hinreichende Bedingungen formulieren lassen,
wenn man ein allgemeineres Modell hat, das gebun-
dene Zustinde eventuell mit negativer Norm auf-
weist. Ein solches, dem ,,Dipolfall entsprechendes
Modell soll nun konstruiert werden.

Dies 1afit sich durch Erweiterung des Lee-Modelles
durchfiihren. Der Einfachheit halber soll es derart
abgedndert werden, daf} die Einteilung des Zustands-
raumes in Sektoren bestehen bleibt, also nach wie
vor die zu n; und n, gehorigen Operatoren mit dem
Hamirron-Operator kommutieren. Ferner soll sich
am Eigenwertproblem des Sektors n; =n, =1 nichts
andern. Diese Bedingung erfiillt z. B. ein HamirTon-
Operator

H=H,+H;+H,, wobei (28)
Hy= 2 g2 [V(q.4) vv" yva* (@) a(q) dq dq'
k. (28)

G. Vaks, J. Exp. Theor. Phys. USSR 37 (10), 332 [1959].
A. Stawxow u. A. D. Sucuanow, Phys. Abh. Sowjetunion
71, 320 [1959].
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eine Wechselwirkung zwischen V- und ©-Teilchen
bedeutet, bei der die Zahl dieser Teilchen nicht ver-
andert wird. Die Grofle g, ist eine Kopplungskon-
stante. Der Faktor g¢?> muf} hinzugesetzt werden, da-
mit die Operator-Feldgleichungen renormierbar blei-
ben.

Fir jeden Zustand

|w) = [ewv* + [@ (k) yx* a* (k) dk]|0)

des Sektors N + O gilt

Hy|y=0. (29)

Die Eigenzustande von Hy+H{+ H, und Hy+ H,
sind in diesem Sektor also gleich.

Fiir den Sektor N + 2 O ist wie friiher anzusetzen

| Es) = ["/’V*/‘P1(k1) a*(ky) dky +px* (12')

' /(p2(k1 s kz) a* (kl) a* (kg) dk2 dkl] ] 0> .

Die Scuropincer-Gleichung
(H0+H1+H2)| E5> =K, l E5>

ergibt dann die Integralgleichungen

(Es—my —y) @y (k) = — 28 f*dsz P (Ky, k)

VaaJ y2 w,
+ B gt [V (ke Ke) g () d, (30)
und
(Es— 01— w5) @3 (Ky, Ks) (30)
— £o @1 (ky) @1 (k)
2V4x | V2 w,s V2 w,

Wie beim urspriinglichen Lee-Modell kann man also
die zweite Gleichung nach ¢, auflosen, unter Beach-
tung der Randbedingungen fiir die zwei ein- bzw.
auslaufenden ©-Teilchen. Man erhilt dann fir ¢y
allein eine Integralgleichung, nachdem man noch GI.
(30) durch g,> dividiert und die Renormierung wie
frither durchgefiihrt hat:
_ 1 dk, Py (k)

h(Es—wy) @1 (l6)) = — 5= T
+ f'fr f V(ky, ky) @4 (Ko) dky+ @yi ().
' (31)
In dem Energiebereich Es>2mg (Eg reell) hat
diese Gleichung Losungen, die sich wie im urspriing-
lichen Lee-Modell als Streuzustinde interpretieren
lassen, wenn man wie frither geeignete Randbedin-

22 P. Denxery u. N. M. Krorr, Nucl. Phys. 21, 276 [1960].
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gungen stellt. Ist £, <2 mg, so verschwindet ¢y; (k)
identisch, und man erhélt eine homogene Gleichung
fiir die Funktion ¢, (k). Im Falle eines passenden An-
satzes fur die zusitzliche Wechselwirkung V (K, , k)

konnen hier nun diskrete Losungen auftreten.
Man hat im wesentlichen zwei Losungstypen zu
erwarten, entsprechend den beiden Bereichen
(a) mo+Ey<Es<2mg,
(b) —oo <E;<mg+E,.
Im Bereich (a) konnen sich Losungen zeigen von
der Form
@1(k) =ad(w—we) +xk)/[w—w.—iy]
(y—>0, w.=Es—E),

(16”)

wobei (k) fir o = w, reguldr und a nicht willkiir-
lich wahlbar ist, sondern einer Bedingung geniigt,
die (26") entspricht, aber mit dem nun verinderten
Integralkern
ky wy - 1
Fy(E—wy) Vo, ws(w;+ wy—Es)
+282 V(ky, k)

K(wl, wz) =

Die Integralgleichung fiir die Funktion y (k) er-
halten wir, indem wir den Ansatz (16”) in die

Gleichung
(01— 002 9(1) = [dw, K(L,2) ¢(2)

me

einsetzen und dabei (26") benutzen:

(0 —we) 2(1) = aK(1,cj (32)
. 7(2)
+f dopK(1,2) | 12
me
= [ duy 22 [K(1,2)—K(C’2)K(1,c) ;
: T wy—we—iy K{(c, c)

K(l,c)=K(wy,w.)

usw.

Bei der Suche nach einem Potential V/ (1, 2), das
diskrete Losungen liefert, wurden numerische Metho-
den zu Hilfe genommen. Dabei zeigte es sich, daf}
die folgenden lokalen Potentiale V (k, —k,) keine
solchen Zustiande ergeben:

Vk;— k) = feXP{i(kl—k2) x} V(r) dx
wobei
1. f/(r) = 1 e, 3. V(r) =rte ",

2 I7(r) = e 47, 4. I;'(r) =rie 4,

R. HUPER

(r bedeutet den Abstand zwischen V- und ©-Teil-
chen).

Diese lokalen Potentiale bewirken also in dem
Sektor N + 2 O keine wesentlichen Unterschiede ge-
geniiber den Losungen der HersenserGschen Variante
des Lee-Modelles.

Setzt man dagegen fiir /(1. 2) ein nicht-lokales
Potential von der Form

V(1,2) = [Vo, 0y (0, + 0y~ E) 171, (33)

wo E’ ein Parameter ist, so ergibt sich auf analyti-
schem Wege fiir Gl.(31) im Energiebereich (a) eine
Losung, wenn gy= +1 und E,=E" ist. Dann gilt
namlich

B _ i | * o dk, @1 (ky)
h(Es— wy) @y (ky) = + 81] Yo, wy @

+Ct)2—E5
(31)
mit der Losung
Voo, (k) = @) 5w —w,)
- (w—Ep) (w—wec—i7y) ’
wo w.=FEs—Ey>mg und k2 =w2—mg.

Der hierzu gehérige Losungsvektor wird im folgen-
den | @,) genannt.

Fiir g, 1 ist man wiederum auf das Gauss—
Nystromsche Verfahren angewiesen. Die Rechnung
ergibt, daf fiir £ = mg und 0.4 = g, < 1,4 im Ener-
giebereich (a) immer genau eine Losung (dhnlich
der oben genannten) existiert.

Zustinde dieser Art entsprechen formal ein- und
auslaufenden ©-Teilchen, die an einem @P,-System
gestreut werden. Wegen der verschwindenden Norm
von | @y) wird man den Gesamtzustand nicht als
zerfallendes instabiles Teilchen interpretieren kon-
nen. Er hat nicht unmittelbare physikalische Bedeu-
tung, sondern konnte analog den longitudinalen
Photonen in der Quantenelektrodynamik mittelbar
mit der Existenz von Kraften langer Reichweite in
Zusammenhang stehen. Untersuchungen am élteren
HersenserGschen Spinormodell scheinen diese Ver-
mutung zu unterstiitzen 3.

Es ist dabei von Interesse, die Norm dieses Zu-
standes zu berechnen. Fiihrt man die Berechnung
im Impulsraum aus, so erhdlt man natiirlich den
sinnlosen Ausdruck 0-co. Integriert man dagegen
iiber die Koordinaten des @-Teilchens im Ortsraum

23 'W. Heisexserc, Rev. Mod. Phys. 29, 269 [1957].
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und ldBt erst zuletzt die obere Integrationsgrenze 7  lichen, positiven Ausdruck. Dies soll hier fiir den
im Ortsraum gegen oo gehen, so erhilt man wegen genannten Fall g, =1, der sich analytisch behandeln
der verschwindenden Norm von | @,) einen end- laBt, gezeigt werden.

Fiir die zu betrachtenden Zusténde | E;) im Sektor N +2 O gilt

P1(k) =ad(w—we) + 2 (k) (w — ) (35)
und daher nach (30’)
& 1 (1 AV 1 - l(k)
sy (ky s k) = 21/47[ B {V2wz ad(wy—we) + w1“wc]+ V2o, [aé(w2 ) + 2 ” (36)

Der Ausdruck fiir die Norm lautet (das Minuszeichen im ersten Term rechts folgt aus der Indefinitheit der
Metrik) :
(Pa]| D) = = [ | Py (2) [P dx+2 [ | Dy (2y, 2p) [* Aoy dic, (37)

wobei [unter Benutzung von Gl. (35) ]
B, (z) = (270) f @y (k) expli ke x] dk = (271) [i"{ﬁ@ sink,r+ f J&:ﬁg"‘v’] dk] (38)

und Dy (zy,25) = (27) —s/ P2 (kg ky) expli(ky X, + Ky x,) ] dk, dk,

—(27)"3 B { Anaw, sin ke 1y expg[irk2 x,]dk, | sinker, exp [Eklxl] %] (39)
1 V2 ws(wy—Ey) Ty V2 0y (0;—Ey)

2VAn
+ [_,, AL ) 2(ks) exp[i (k2 + by x,) ] dk, dk }
V2 Wz (w0 —wc) V2 o (w,— wc) w;+w,—E 2

Daraus folgt
(2n)3f|@(x)|2dx (Admaw,)? f S“"‘“ dx+f(w 02U expli(k — k) x] dk dk’ dx

we) (@' —we)

+24naw fL(k) exp [tkx] sinker dk dx (40)
@ wW—we ¥
_ el [ dx. dx. | (4 sin ke ry dk, dk,” exp[i (k, — k') =]
16 7!(2 )3 Sl (4mawy? ( Ty ) Vs 0y (0 —Eo) (03" —Ey)

| sinkerysinkers [ dkydkyexpli(hy s, + ks
I ¢ il V@fﬁ)é(wl—Eo) (w2 —Ey)
+ [ dk, dk, dk,dk,’ AV [7 AV ~ x(ky) | expli(ky %, + kyx, — k' %) — k' x5)]
a Voo (w) —we) | Vws(w;—we) Vo, (w,—we) (w1 +w; —Es) (wy +wy —Es)
+8maw, dk1 dkz dkz' sinkery { B 71(111)77 N 7 (k2) ] exp [ (ky x; + l‘zxz—k> "o)]}
V' ry [Vos(w—we) Vo (w,— we) (014w, —Es) (w2’ —Ey)

Hier wurde davon Gebrauch gemacht, daf y (k) reell ist.

6
Durch Zusammenfassung von (40) und (41) ergibt sich (D, | P,) = | g |2 Z A;. ' (42)
i=1
. (47 awe)? sin ke r\2 1 1 d3k,
Hier bedeutet A= @m° f ( —;f—) dx {?02 T 5 f v 750) } (43)
5 1 1 ) ilizh_ ih‘
Nun ist aber der Ausdruck o + E:?f BT 25 |, =0, (44)

nimlich gleich der Norm des Zustandes | @,); bei der oben angegebenen Reihenfolge der Grenziiberginge
wird daher A4,=0
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Ferner ist

Ay= (27) % [ dke, ke, dx, - (k) (k)

W —we) (0, —w
Benutzen wir hier wiederum, daf}
=) erhalten wir

2=

[dkl dk,’ dk, dx, * (kl) 7 (ky')
0y (wp—Eq)*

1

@ 7)38

(@t wa—

=7 expli(k, —k,) xl]{ 1

(1/g¢®) = — (1/8 ) / dkey/[wy (@ — Ey)?]

Es) (0, +w,—Es) N
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dk, \

90° T 8a .[we(w1+w2_Es) (w1'+wz_E5)I'

gilt [GL(44)],

exp[i(k{ = kl) xl]

1 1 1
(w1+wy—Es) (0 —wc) (0 + wy—Es) (wl—wc)f ’

Jetzt kann man tiber x, integrieren, denn es gibt nur noch einfache Pole bei w;=w, und w," =w,:

Ay=— dk, dk, - |2 (ko) |2 [ 1 L1 1
2 [ 1 Wy (y—Ey) (0;+ w3 —Es) (0, —we) | 0y +wy3—Es | w,—E,f
Ferner ist
_ 8mawe 7 (ky) exp[i k2] sinkery [ 1 1 f dk, ) }
A5 = @2m3 [ o % w;— ¢ Ty {g : F 8 ) wy(wy—E,) (w;+ w,—Es)
__ awc . SMQ ry 1
N 2m3 fdkl dley dxy 7 (ky) expli Jey 4] Ty Wy (wy— Eo) (w;+wy— ~Ey)
dk
= — oy(w.) ke w, [ ;(a)ziEo)a s
A= 2 2 0® ke ‘:C , As= [dk] dk 7 (ky) 7 (ko) ,
(we—Ey) le W5 (g —we) (wy—we) (w;+w;—Es)*
7 (ks)

Ag=a Vo k. fdk

"V, (ws—we) (@,
Nimmt man

a= h(wu)/[’lc Vwc(wc -

—Eg?’
nun an, daf} go=1 und E,=E’ ist und setzt die hierfiir bekannte Losung (34)

Es/2)];

2(k) = = [Vo (o —E)]™!

in die Ausdriicke A; ein, so erhilt man durch eine langwierige, aber elementare Rechnung aus Gl. (42)

(Do | Do)

meg me

Wegen E;< 2 me und Ey< me ist der Zahler posi-
tiv, und damit ist die Norm

(D] D,) >0. (46)

Fir verschiedene andere Werte der Kopplungs-
konstanten g, wurde die Norm numerisch berechnet.
Sie hat sich auch in diesen Féllen als positiv ergeben.

Fir die spateren Untersuchungen, welche die
Ubergiinge von Streuzustinden des Sektors N +3 ©
in diesen Zustand | @,) betreffen, ist auBerdem fol-
gendes Ergebnis wichtig. Nimmt man an, daf} die

Funktion i (E) komplexe Nullstellen hat:
h(EyLtie) =0

so erhilt man im Sektor N+ 2 @ Losungen, die fiir

4:n|g0|2f [kldwlkzdu),

2(w1+wy—Eg) + (o
(w1 +wy—Es)? (w;—E)*?

—Ey)
(wy—

(45)

E)?”

¢—0in | D,)
zu reellem,

Es:

iibergehen. Diese gehoren aber nicht
sondern komplexem Energieeigenwert

SmE,=*e.

Losungen mit £ =E, gibt es in diesem Falle nicht.
Zustinde mit jener komplexen Energie E; konnen
natiirlich nicht in der Endkonfiguration von (reellen)
Streuprozessen des Sektors N+ 3 @ auftreten. Dies
macht das spitere Ergebnis verstindlich, dal} auch
im Dipolfalle Uberginge in den Zustand | @,) nicht
moglich sind.

Anders ist es mit gebundenen Zustinden | P)
des Energiebereiches (b), wo

ES <me + EO isl.



QUANTENTHEORIE MIT INDEFINITER METRIK

Die Integralgleichung (31) lafit sich umformen in

1 - -
W(kl)_ (wl_wc)zpn(E_wl) ./‘k2dw2lf(k2) (‘1‘()
l)l@
3 (, 1 < 28 ]
w+w,—E ' w,+w,—E’|’
wo yk)=Vo ¢,(k).

Fiir die Norm bekommt man den Ausdruck
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Die Losungen sind also im allgemeinen durch einen
Doppelpol bei w =w,<me gekennzeichnet. Die nu-
merische Behandlung der Integralgleichung zeigt, dafl
es in dem Bereich 0,4 < g, < 1 mindestens je eine
und fiir g, < 1 mindestens je zwei Losungen gibt. Bei
der Berechnung dieser gebundenen Zustinde wurde

. 4
wiederum E° = mg gesetzt.

(D] Dy) = —f]q?l(kl)]z dk1+2f|¢2(k1’k2)|2dk1 dk,

= k)2 dle, + | f _ dkydk, ([ @i) P pa(k) @a(ks)
f’¢l( l)l L 8 (;+wy—Ej)*® @z Vo, 0,
o2 2 1.1 [ ds
=] g0 fl¢1(k1)| dkl[g.f’ =+ = fwz(wz—Eo)2] (48)
=0
9 2ffkd 5.4 { A 2[,,L, _,,_,,l,v,} (k) (ks }
¥ n’g()l b ) i St l"#( 1)] (01+ws—Eg)* (wy—Ey)? * (wy+w,—Es?)
o Mo
Er ist numerisch ausgewertet worden. Das Ergebnis  wobei
“lautet: K(1,2,3)
gefDled Norm (zliller' gteb:n(ifenen Zustinde | D,). die s [V 0 (E— oy —wp—5+i 1) 17142 g, ¥ (2, 3)
unden wurden, ist negativ. =

§ 4. Ubergiinge in diskrete Zustiinde

Es ist nun zu untersuchen, ob die neuen diskreten
Zustande des erweiterten Lee-Modells Interpreta-
tionsschwierigkeiten bereiten, die sich nicht durch
die Dipol-Festlegung des Hawmirron-Operators und
durch Stellung geeigneter Randbedingungen fiir die
Streuzustdande hoherer Sektoren des Modelles erledi-
gen lassen. Wir betrachten daher als Beispiel den
Sektor N+ 3 @, dessen Eigenvektoren die Form
haben

|Ey = [y)\v*f @1 (ky, ko) a® (k) o (K,) dk, dk,
+’#N*f P2 (kys by s ks) a* (k) a* (Ky)
'a*(k3) dk1 dedks] |0> . (4'9)
Es sei £E>3 mg. Die ScuropINGER-Gleichung ergibt
dann nach Elimination von ¢, (1, 2, 3)

(E—Eg— w1 — 09)2 @y (ky 5 ko)
:/K(1,2,3) ®1(1,3) dog

me

(50)

oo

‘\L/K(27 ]-a 3) ‘P1(2:3) dw3+(p01(lv2)a
me

[ kdo(@—E) ~2 (w+w;+w,—E—iy)
me
Die Funktion ¢g;(1,2) stammt — dhnlich wie im
Sektor N+2 6 — von einlaufenden ©-Teilchen.
Nach Hersexserc !* sind auch hier nur diejenigen
Zustdnde physikalisch sinnvoll, fiir die die rechte
Seite der Gleichung verschwindet, wenn

E—Ey—w;—wy,=0
ist. Dann fiihrt namlich die doppelte Nullstelle von

h(E —w;— w,) nicht zu einem Doppelpol, sondern
einem einfachen Pol der Funktion ¢, (1, 2):

9.(1,2) =a(1,2) 6 (E—Ey—w; — w,)

b 202
E—Ey—w;—wy+iy

(r—0) (31)

Der Faktor a(1, 2) ist so festzulegen, daf} die er-
wiahnte Bedingung erfiillt ist.

Diese Losung ergibt sich von selbst eindeutig,
wenn man zunichst die Parameter im Hawmivrron-
Operator so bestimmt, daf} die Funktion % (z) kon-
jugiert-komplexe Nullstellen bei z= Ey* i ¢ hat, und
nun diejenigen Losungen mit reellem E betrachtet,
die man fiir ¢ — 0 erhalt. Das soll hier durchgefiihrt
werden, weil dann die Eigenschaften von a(1l,2)
klarer sichtbar werden.



392

Statt Gl. (50) schreiben wir also
[(E—Ey—w;—wg)®+&%] 9(1,2)

= fK€(1= 2’ 3) ¢1(17 3) dw3 (50,)
me
+ [ Ke(2,1,3) ¢4(2,3) dog+¢oi(1,2)
mg
mit
K (1,2,3) = ky o,
. ,[Vi“’z ws,(E_(}’l‘wz'“Qs‘*‘i?')i];l‘ijzigz V(3,2) )

[ kdo[(@—E)?+¢2] ! (0+w;+w,—E) 1

7"9

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kann man
die Losung in einen Anteil, der bei £ — Ej— 0w, — w,
= ( verschwindet, und einen Rest zerlegen:

0.(1,2) = (E—Ey—w;—,) 7(1,2) +H(1.2)

(E—Ey—w;-~w5) 242 sl

Da ¢4(1,2) symmetrisch in %; und k, ist, sind auch
7(1,2) und f(1,2) als symmetrisch anzusetzen.

R. HUPER

Ist E—Ey—w; —wy=0, so sei x(1,2) regulir,
und daher auf dieser Geraden der (w,,w,)-Ebene

p(1,2) =e,(1,2). (52)

=)

N

Abb. 1.

In der iibrigen (w;,w,)-Ebene 1afit sich f z. B.
so festlegen, dal} es langs jeder zur Symmetrieachse
parallelen Geraden konstant ist (siehe Abb. 1).

Blon,wp) = B0 4 2o, G ou-ed),

mit anderen Worten: f(P) =f(P,.).

(53)

Wir setzen (517) in Gl. (50") ein und bekommen die Integralgleichung

(E—Eyg— o, —wy) 7(1,2) +8(1,2) = fdwsK(1,2,3

mg

+ [ dwgK(2,1,3) E=5=

me

) E—Ey—w—ay) 1(1,3) +£(1,¢2) +[8(1,3) -, c2)]
(E—Ey—w;—wy)%+¢2
(54)

(E—Ey—w;—wq)24-¢2

wy—wy) 7(2,3) ji’ﬂ (Z,EI) +14(2,3) fé@g Cl)ﬁ]_ + Poi (1,2)

Auf der Geraden E — Ej— w; — w,=0 erhélt man daraus mit we = E—Ej— w; und 0, = E—Ej— w,:

oo

ﬂ(ly C2) = /‘ dw3 K(19 (525 3) ((Ucz—wg) x(l’ 3) +7[ﬂ7§1’ 3) _IB(L C2) ] i—ﬁ(l, C2)

I;i @]

(55)

(we2—wy) 242

4 fdw:,,K(cZ, 1,3) (w;—wy) y(c2,3) +[F(c2,3)—F(c2,1)]+f(c2, 1) . gu(1,¢2)=0.

me

(0 —wy) 2+

Die Variable w, ist hier durch w, ausgedriickt, und in den Zihlern unter den Integralen wurde f(1,c2)
=f(c2,1) addiert und subtrahiert. Losen wir diese Gleichung nun nach (1, c2) auf, so konnen wir die

Grofienordnung von f(1,c2) fir e— 0 feststellen:

£(1,c2)

. 1,3 1,3) —pF(1,c2

—I—fdco3 K(c2,1,3)

(56)

(w;—wy) 7(c2,3) +[f(c2,3) —f(c2,1)]
(0 —wy)2+&?

K(1,c2,3)

- K(c2,1,3)
l_f 995 (ea—wg) 42 f 1

w,—wg) 2+ &2

Die Integranden haben Pole in der komplexen ws-Ebene, und zwar bei

wyg=wetic

bzw. bei

wy=w;tTie.
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Integriert man nun auf der reellen w;-Achse von mg bis oo , so wird mindestens eines der beiden Integrale
im Nenner des Ausdrucks (56) sich wie ¢! verhalten, denn ist w;>mg, so fiihrt der Integrationsweg
zwischen den beiden Polen im zweiten Integrale hindurch, andernfalls zwischen den Polen im ersten Inte-
gral. Ist ndmlich

wy<mg, soist we=E—Ej—w;>mg, da E>3mg und Ej<mg.

Die beiden Integrale im Zahler des Ausdrucks (56) werden dagegen hochstens von der GréBenordnung
von 7 sein, da ihre Integranden in der Nihe der Pole verschwinden. Daraus folgt, dall f(1, c2) von der
Groflenordnung € 7 sein mulf.

Setaf man N B(1,¢2) = (¢/n) a(l,c2) ,
so sieht man, daB fiir e— 0 Gl. (51”) in Gl. (51) iibergeht. Hierbei wird der Satz benutzt, daB fiir e — 0
(1/7) - e |/ (22 + €2) in die Distribution 6 (z) (57)
und x/ (22 + %) in P/z iibergeht (P bezeichnet den

Caucuyschen Hauptwert).

Wegen der Festsetzung (53) ist f(1,2) in der ganzen (w,,,)-Ebene von derselben Grofenordnung
wie auf der ,kritischen® Geraden. Man kann fiir kleines ¢ daher im Zahler von (56) die in eckigen Klam-
mern stehenden Anteile gegeniiber y vernachldssigen, sowie im Nenner die 1 gegeniiber den dort stehenden
Integralen.

Man erhilt dann aus Gl. (54) bei geniigend kleinem ¢ fiir 7 die Integralgleichung *

(E—Ey—03—w) 2(1,2) = [dgK(1,2,3) @2=@0 20D . [du,K(2,1,8) (=) 2.9

(wea—wg) 2+ €2 (we1—wy) 2+ e?

(0w —wy) 7(c2,3)

(Do £10.3) / doy K(2,1,3) e

fdw:,K(l c2,3) -

—E (@a—wy)ite . s [ dwgK(1,2,3) !
fda) K(1,c2,3) 1 e +fdw K(c2,1,3)—— 1 3 ((,_) 2—0’3)’4—82
3 ’ ’ (a)c2—603)2+52 3 ( _w3)2+£"
(we1—w3) 7(2,3) f \w2wr
_Jare . IS ] amxianny CBTS [doyK(2,1,3) _ L
fd K(2,cl,3 — —i—fda) K(cl,2,3) S . i (we1—wy) 2 +-¢2
w3 K(2,¢ )( 1—w3)2+82 3 (wz_w3)2+82
+ ®0i(1,2). (58)

Tatsachlich verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung auf der kritischen Geraden, solange die ein-
zelnen Terme auf dieser Geraden regulér sind.

Wenn es bei solchen Streuprozessen Uberginge in die im vorigen Kapitel beschriebenen diskreten Zu-

stinde der Energie E; gibt, muB nach HeisenserG ! die Funktion y bestimmte Pole haben. Zum Beispiel
wire dann in der Umgebung von w;=E — E; (entsprechend von w,=FE — Ej)

2(1,2) =~y (1,2)[(E—E;—wy) . (59)
Energiebereich (a):

Wire ein Ubergang in den Zustand des Energiebereiches (a) (me + Ey< E< 2 me) moglich, so miifite
sich die Funktion vy (1,2) in der Umgebung eines solchen Poles, z. B. bei w;~FE —E;, in Abhangigkeit
von w, verhalten wie die Funktion y(w) [Gl. (35)] des Sektors N+2 @ (vgl. *). Es wird nun gezeigt,
daB die Funktion v (1, 2) dies nicht tut, daB also Uberginge in den Zustand | @,) nicht auftreten konnen.

In der Umgebung des Punktes w, = E — E, wiirde der im Falle eines Uberganges vorhandene Pol zur
Folge haben, daf} in der Integralgleichung (58) diejenigen Terme grofl gegeniiber allen anderen wiirden,

24 Eine #hnliche, aber teilweise hiervon abweichende Gleichung haben Dexsery und Kror 22 im Anhang II ihrer Arbeit
abgeleitet.
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die 7(1,2) oder x(1,3) enthalten. Daraus ergibt sich eine Integralgleichung fiir 1 (1, 2) in Abhingigkeit

von der zweiten Variablen:

(Es*Eo—w2) w(2)

e _ : (we—wy) (3) [ o S
_.[ dimy (we—wg)2+£2 ]K(E Es.2,3)
wo E.—Ey=w. und

y(2) = y(E—E. o) .

1
(e —wy)?+e2
, K(c, E—Es,wy") |’
(0 —wy")2+¢?

(60)

K(E—Es,c,3) / dwy” K(E—Es,2,3)

/dwsn K(E_ES? C73 ) A [d(03

(we—wy”) 2+

Diese Gleichung ist nicht die von der Funktion 7 (w) des Sektors N + 2 O erfiillte Integralgleichung, welche

die Form hat

(we—ws) w(2)

_ fda)3 (we—wy) (3) ‘K(E—E5,2,3) .

(we—wy) 2+ &2 l

Das ergibt sich durch Einsetzen des Integralkernes
des erweiterten Lee-Modelles in die urspriingliche
Gl. (27) und Anwendung auf den Dipolfall. Der
Unterschied zwischen den Gln. (60) und (61) be-
steht also in dem Zusatzglied

[ dwg” K (c, E—Es, w3") [[ (05 — wy"") 2 + 2]

) (62)
im Nenner von Gl. (60). Es stammt von der Funk-
tion f§ [Gl. (56)]. letzten Endes also von den Rand-
bedingungen. die wir im Sektor N 4 3 @ gestellt ha-
ben. Dieses Zusatzglied wiirde auch dann vorhanden
sein, wenn man nicht den Grenziibergang ¢ — 0 be-
trachten, sondern von vornherein mit ¢ =0 (also mit
Distributionen) rechnen und ..kiinstlich“ die Rand-
bedingungen stellen wiirde. durch die die Funktion
@1(1,2) einen einfachen statt einen doppelten Pol
auf der kritischen Geraden bekommt.

Man hat keine Moglichkeit, diesen Doppelpol
durch eine andere Randbedingung zu beseitigen, bei
der das zusitzliche Glied fehlt. Inshesondere gibt es
keine Bedingung, durch die jedes der beiden Inte-
grale in Gl. (50) fiir sich auf der kritischen Geraden
wie ¢ zum Verschwinden gebracht werden kann. Eine
solche Bedingung wiirde der Symmetrie der Funk-
tion 7(1,2) bzw. 2(1,2) in den beiden Variablen
widersprechen.

Setzt man namlich in Gl. (50) fiir ¢,(1,2) die
Funktion

a(1,2) 0(E—Ey—w;—wy) + . *1:2)

E—Ey—w;—w,

ein und verlangt, daf} auf der kritischen Geraden
(E—Ey—wy—wy,=0) jedes Integral der rechten

(61)
1
(we—wy')*+ &2
’” K(E_igstcvis”)
.[dws (we—wy") 2+ &2

K(E—E;s,c,3) / dwy” K(E—Es, 2,3)

Seite von Gl. (50) einzeln verschwinden soll, so er-
halt man (w.>mg vorausgesetzt) fiir a(1,2) die
Bedingung

a(l,¢2) K(1,¢2,c2)

+ [ Kl a8y 209

— idwy =0,
—Ey—w;—wy

also

Cl(l (2) _ JK(Q, (32:73)7[7.'(1, 3)/(wc2_(03)]7df’3
’ K(1,c2,c2) ’

Die rechte Seite hiervon ist aber nicht symmetrisch
in den Variablen w; und w, .

In der Endkonfiguration eines Streuprozesses des
Sektors N+ 3 @ kann also der Zustand @ @, ) nicht
auftreten. Dasselbe gilt aber fiir Streuprozesse aller
Sektoren N +z 6, denn dort stehen im Nenner des
der Funktion f [Gl. (56)] entsprechenden Aus-
druckes allgemein z — 1 Summanden. Dies bedeutet:
man kann keinen Prozef3 angeben, durch den sich
ein System | @,) erzeugen liBt. Trotz seiner positi-
ven Norm ist dieser Zustand daher nicht physikalisch
interpretierbar.

Energiebereich (b):

Wir untersuchen nun fiir die Streuzustinde des
Sektors N+ 3 @ die Frage. ob unsere Randbedin-
gungen eine Gewihr dafiir bieten, dafl} keine Uber-
génge in die gebundenen Zustidnde des Energieberei-
ches (b) (— o <E.<mg+E,) auftreten konnen.
Zuniachst konnte man ndmlich denken, da} die zu
| @) gehorende Funktion ¢, (w,) in 7(1,2) nicht
enthalten sei, da y nicht allgemein auf der kritischen
Geraden E—Ej—w;—w,=0 singulir ist, also
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®1(1,2) im allgemeinen dort nur einen einfachen Pol
hat, die Funktion ¢, (w,) dagegen bei w,=E;—E,
einen Doppelpol.

Ahnlich wie im Falle (a) interessiert das Verhal-
ten der Funktion y(1,2) in der Umgebung des
Punktes w;=FE —E,, an welchem %(1,2) einen Pol
hat, falls die fraglichen Ubergiinge existieren. In
Gl. (58) werden dann diejenigen Glieder, die y (1, 2)
oder y(1,3) enthalten, grof} sein im Vergleich zu
den iibrigen. Im Gegensatz zum Fall (a) ist nun
aber zu beachten, dal} fir w,=FE—E; die Grofle

We < mg wird. Das Integral

/dwsK(l,2,3)/[(0)02—-603)2-{—82] (63)

hat daher jetzt die Groflenordnung von 1, nicht mehr
die von ¢71. Im Nenner des zweiten Terms auf der
rechten Seite von Gl. (58) steht aber nach wie vor
das Integral

fdw3K(c2, 1,:3) /T (69 — c0n)® +4%] ,

das sich wie &1 verhilt. Fiir e— 0 verschwindet
also der erwihnte zweite Term, und der erste Term

_/dw3 K(1,2,3) ([U)cg—603]/[(0)02—(1)3)2-{—32])
(1, 3)

iiberwiegt iiber alle anderen Glieder der rechten Seite
von Gl. (58). Damit sind nun aber diejenigen Terme
weggefallen, die sonst die rechte Seite von Gl. (58)
auf der kritischen Geraden zum Verschwinden brach-
ten.

Es ist fiir w;~FE —E|
f dwsK(1,2,3) - 22=% __5(1,3)

(we2—wy) 2'?5'

N/dwaK(E—Es,Z 3)

(64)

(we—wy)?+e E—Es—aw,
und nach Gl. (50)
K(E—E,,2,3)

kFyowy [ 1
Fy(Es—w,) V@wa‘(Es—wz—ws)

+2g2V(2,3)}.

Dies ist aber der Integralkern des Sektors N + 2 6.
Die linke Seite von Gl. (58) geht iiber in

(Es—Eq—wy) " w(2)[(E—Es—wy) .
We
Man erhilt damit fiir den Ausdruck v (2)/(w, — w,)
als Funktion von w, fiir e—0 die Gl. (31), die

einem diskreten Zustand des Sektors N+2 @ ent-
spricht.
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Die Annahme, daB es Uberginge in einen Zustand
T Dy,) gibt, fiihrt also nicht sichtbar zu einem Wider-
spruch zu den hier gestellten Randbedingungen. Man
erhilt damit eine Aussage, die im wesentlichen mit
derjenigen von DENNERY und KrorL ?? iibereinstimmt.

Dies Ergebnis zeigt sich auch, wenn man in Gl. (58)
denjenigen Term betrachtet, der y(cl,3) enthilt. Ein
Pol der Funktion x(1,2) bei w;=FE —Es wiirde bedeu-
ten, daBl yx(cl,3) und damit auf Grund von GIl. (58)
auch 7(1,2) einen Pol bei w¢1=FE —E; hat, d. h. bei
w;=Es—E,.

Wesentlich fiir diese Uberlegungen war es u. a., daf}
das Integral

oo
gln
I(we) = /K(l, 2,3) (0= weg) T 2 dowg
meg
sich in Abhingigkeit von wez fiir e—= 0 wie eine O-
Funktion verhilt. Die Unstetigkeit bei wc=meg kann
man vermeiden, wenn man den Integrationsweg in den
Integralen dieser Art anders wihlt als bisher.

Solange man nur fiir w2 => meo festlegt, da} auf der
reellen ws-Achse von mg bis o0 integriert werden soll,
ist noch nicht eindeutig bestimmt, welche Werte die
Funktion I (w.2) in der linken w¢e2-Halbebene annimmt,
denn bei w2 =me T ic haben wir Verzweigungspunkte.
Integriert man nun auch fiir w.e <<mg auf demselben
Wege, so ist das gleichbedeutend mit einer analytischen
Fortsetzung von I(wc2) zwischen den Verzweigungs:
punkten hindurch (Abb. 2). Diese Wahl ist in den bis-
herigen Rechnungen immer getroffen worden. Die Funk-
tion I(we2) war dann bei endlichem & in we=mp
stetig, wurde aber fiir ¢ = 0 dort unstetig.

D e

He—m e = —x

€

Verzweigungs-
Schnitt

g

- e —
Verzweigungs-
schnitt

Abb. 2.

Setzt man dagegen (oben oder unten) um die Ver-
zweigungspunkte herum analytisch fort (Abb. 3), so
erhilt man fiir endliches ¢ zwar eine Unstetigkeit bei
we2=meg, diese wird aber ,glatt* durch den Ubergang
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e—>0, und I(we) hat dann auch fiir we <<mg die
Gréfenordnung 1. Dies bedeutet, man hat in der w,-
Ebene fiir w.2 <<meg zusitzlich zum alten Integrations-
weg noch das Residuum an einem der beiden Pole
wg=we2tie des Integranden zu nehmen.

€ lVerzweigungs-
schnitt

e

Abb. 3.

Nun ist aber das Verhalten der Funktion ¢, (1,2) im
Ortsraum nicht mehr interpretierbar. Thre Fourir-
Transformierte enthilt nimlich fir —meg << wee << mo
infolge jenes Residuums einen Anteil von der Form

4 sinkr

o dw
r (0—wez)2+e O
2xi 4 g g om
=5 (we2+i¢€) sink'r,
14
wo E?= (we2+ie)2—me?.

Die Grofle k& hat z. B. fiir w.2 == 0 einen Imaginir-
teil der Gréfenordnung me und damit sink’r einen
exponentiell ansteigenden Anteil, der nicht mit ¢ ver-
schwindet. Eine dhnliche Schwierigkeit ergibt sich bei
dem Versuch, schon fiir w2 => me den Integrationsweg
um die Pole wy=wetie herum zu legen, also von
vornherein von einem anderen Blatt der Riemannschen
Fldche auszugehen.

§ 5. Schlufl

Die bisher diskutierten Randbedingungen kénnen
also nur ausreichen, um Uberginge in den Zustand
| @p) zu verhindern, nicht aber, um auch | @) aus
der Endkonfiguration auszuschlieBen. Als Ausweg
aus dieser Schwierigkeit liegt es daher nahe, hier
eine Bocorsusowsche Forderung hinzuzufiigen, dhn-
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lich wie sie in Gl. (23) auf das System ©-Teilchen —
@ _ angewandt wurde. Hat nimlich die Funktion
7(1,2) Pole bei w;=E—FE; und w,=E—E,, so

kann man fiir sie ansetzen
2(1,2) = A(1) 0(E — Es — w,) + A(2) 0 (E — Es — w,)
+(1,2)/(E - Es— o) +9(2, 1)/ (E—Es — w,).

Uber die Funktion 4 kann man nun derart verfii-
gen, daf} die Amplitude der einlaufenden ©-Teilchen
der Energie w =FE —E; gleich der Amplitude der
auslaufenden ©-Teilchen dieser Energie ist. Die
Wahrscheinlichkeiten, in der Anfangs- und in der
Endkonfiguration den Zustand | ®,) vorzufinden,
sind dann gleich.

Zur Anwendung des Verfahrens entwickeln wir
den Streuzustand des Sektors N+3 @ [Gl. (49)]
nach Produktion von Eigenzustinden der Sektoren
N+26 (ny=1; n,=2) und O (n;=0; ny=1):

By =Y [dley g,(1) a* (1) [y [1° (2) o (2) ke,
—i—'t,u‘\v*f dk, dk; p,° (2, 3) a*(2) a*(3)]]0) .

Die Entwicklungskoeffizienten sind g(1), s bezeich-
net die (diskreten und kontinuierlichen) Zustiande
des Sektors N+2 @ [Gl. (13)]. iiber die hier sum-
miert bzw. integriert wird. (Hierbei wird natirlich
angenommen, daf} so eine Entwicklung moglich ist,
wir es also mit vollstandigen Orthogonalsystemen zu
tun haben.)

In dieser Darstellung hat dann die ScHRODINGER-
Gleichung die allgemeine Form

(E_Es_ wl) gs(l) = z f dkz Us.s-' {1,2) gs'(2) s

=

und daher
gs(1) =A;0(E—E;—wy) + Ds(1) [ (E—Eq— wy).

Fiir jeden unphysikalischen Zustand | @) ldBt
sich analog zu Gl. (23) die entsprechende einlau-
fende Amplitude A}, so festlegen, dal Dg, (1) =0
fir w;=FE —E® ist. Durch A, ist dann A(1) be-
stimmt.

Die Wechselwirkung (33) wird auch im Falle
reeller, aber verschiedener Nullstellen der Funktion
h(z) [Gl. (15)] unphysikalische Zustinde der Art
liefern. Darauf 1afit sich das Bocorjusowsche Ver-
fahren dhnlich anwenden wie hier.

Zusammenfassend kann man folgendes feststellen.
Es ist uns gelungen, eine Wechselwirkung V — @ an-
zugeben, die gebundene Zustinde im Sektor N +2 @
erzeugt und, wie von DENNERY und KroLr 22 vermu-



ZUM KONTAKTPROBLEM AN CdS-EINKRISTALLEN

tet, eine Situation hervorbringt, die dem Fall von
PauLr und KALLEN entspricht. In diesem Falle kon-
nen die Schwierigkeiten mit der Wahrscheinlichkeits-
interpretation nur nach dem von Bocorsusow an-
gegebenen Verfahren vermieden werden, das aber
dann auch die diskreten Zustdnde als physikalische
Zustidnde beseitigt. Es ist uns nicht gelungen, eine
andere Wechselwirkung anzugeben, die auch ,,physi-
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kalisch“ gebundene Zustidnde erzeugt. Wir konnten
nicht entscheiden, ob dies an den speziellen unter-
suchten Ansitzen oder an allgemeinen Eigenschaften

des Lee-Modelles liegt.

Herrn Prof. W. Heisexsere danke ich herzlich fiir
zahlreiche anregende Diskussionen und Herrn Prof. L.
Biermany fiir die Erlaubnis zur Benutzung der elektro-
nischen Rechenmaschine G 2.

Zum Kontaktproblem an CdS-Einkristallen
Von K. W. Béer * und K. Lusitz

Aus dem IV. Physikalischen Institut der Humboldt-Universitit Berlin
und dem Physikalisch-Technischen Institut der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin
(Z. Naturforschg. 17 a, 397—405 [1962] ; eingegangen am 8. Dezember 1961)

Herrn Prof. Dr. J. Jauvmany zum 60. Geburtstag gewidmet

Es werden Gold-, Indium-, Gallium-, Aluminium- und Kadmiumkontakte, die im Hochvakuum
auf CdS-Einkristalle bei verschiedenen Temperaturen aufgedampft wurden, mit Hilfe von Potential-
sondenabtastungen, Strom-Spannungscharakteristiken, elektro-optischen Effekten und Rauschmes-
sungen untersucht. Die Herstellung von sperrschichtfreien, temperaturbestindigen Al-Kontakten
wird beschrieben. Der Einflufl von Kristallinhomogenititen wird diskutiert.

Aus dem mefibaren Strom sind Riickschlisse auf
die physikalisch interessante Leitfdhigkeit nur dann
moglich, wenn in dem zu untersuchenden Kristall-
teil die rdumliche Verteilung von Feld- und Strom-
dichte bekannt ist. Durch geometrisch einfache Form-
gebung des Kristalls mit seinen Elektroden, durch
Auswahl von Kristallen mit rdumlich homogener
Leitfahigkeit sowie durch Verwendung von sperr-
schichtfreien Kontakten kann dieses Problem auf
ein einfaches geometrisches zuriickgefithrt werden.

Im Rahmen dieser Arbeit soll der dritten Voraus-
setzung, der Erzeugung sperrschichtfreier Kontakte,
das Hauptinteresse gewidmet sein. Der Einfluf}, den
UberschuBrandschichten auf den Strom ausiiben,
kann in den meisten Fallen vernachlassigt werden.
Nur bei sehr kleinen Elektrodenabstinden (an CdS
weniger als 50 u) kann dieser Einflufl bemerkbar
werden, dann ist namlich bereits ein betrachtlicher
Bruchteil des Kristallgebietes zwischen dem Elektro-
den Randschichtenbereich; die Elektronenkonzentra-
tion im Kristall wird dann also nicht allein durch
die kristallinneren Erscheinungen bestimmt, sondern
hingt zu einem wesentlichen Teil von den Kontakt-

* Jetzt Department of Physics, New York University, New
York.

L F. Stickmany, Koll. inhomog. Felder fest. Dielektr., Abh.
Dtsch. Akad. Wiss., Berlin 1960, S. 13.

bedingungen ab. Ist der Abstand zwischen den Elek-
troden jedoch grofler, so kann der Einflul dieses
Gebietes erhchter Leitfahigkeit gegeniiber dem iib-
rigen Kristallvolumen vernachldssigt werden (vgl.
Anm. 1),

Dagegen schaffen bekanntlich Verarmungsrand-
schichten vor den Elektroden hochohmige Bereiche,
deren Widerstand von der angelegten Spannung ab-
hingt und die dadurch den Strom durch den Kristall
in komplizierter Weise steuern. Bei sonst homogenen
Kristallen > 3 gelingt es haufig, durch Anbringung
zweier Potentialsonden die Leitfahigkeit aus dem
fliefenden Strom und der zwischen diesen Potential-
sonden herrschenden Potentialdifferenz zu errech-
nen (vgl. Anm. %).

Diese Potentialsondenmethode hat jedoch den
Nachteil, daf} sie bei der Untersuchung kinetischer
Erscheinungen i. allg. versagt. Solange sich Raum-
ladungen verindern, ist der Strom nicht divergenz-
frei; auBlerdem ist bei hochohmigen Kristallen die
Zeitkonstante der Potentialsondenmeflanordnung
meist erheblich grofler als die der zu messenden
Vorginge. So ist man insbesondere bei der Messung

2 J. Porpe, Dissertation, Humboldt-Universitit Berlin 1954 ;
Arbeitstagung f. Festkorperphysik II (Dresden), Akade-
mie-Verlag, Berlin 1954, S. 14.

3 R. W. Syrra, RCA-Rev. 12, 350 [1951].

4 K. W. Béer, Ann. Phys., Lpz. 10, 20 [1952].



